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Plan de la partie Statistique du cours

1. Introduction.

2. Théorie de I'estimation.

3. Tests d’hypothéses et intervalles de confiance.

4. Régression.

5. ANOVA.



Intervalles de confiance

L'estimation ponctuelle ne fournit “qu’un estimateur" mais ne donne pas d'indication
sur la précision de |'estimateur. Les statistiques de test obtenues pour résoudre des
problémes de test peuvent généralement étre “inversées" pour obtenir ce que nous
appellerons des intervalles de confiance.

Definition

Un intervalle de confiance au niveau de confiance (1 — &) pour 6 est un intervalle
[I7(X), I*(X)] tel que

(i) 17(X) et IT(X) sont des statistiques;
(i) Po[I~(X) <0 < IT(X)] > 1 — « pour tout § € ©.



IC pour la moyenne d’un échantillon gaussien

1) Soient Xi,..., X, i.i.d. N(u,0?) (n>2). Supposons que o2 est connu. On sait
grace au lemme de Fisher que:
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Notons également que z,/2 = —z1_q 2.



IC pour la moyenne d’un échantillon gaussien
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et [I7(X),I"(X)] = [5( + Z].,a/gﬁ} est un intervalle de confiance pour u au niveau

de confiance (1 — «).



IC pour la moyenne d’un échantillon gaussien

2) Soient Xi, ..., X, i.i.d. N(p,0°) (n>2) ot % = Var[X;] < co est un paramétre
de nuisance. Grace au lemme de Fisher:
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Notons également que t, 1,02 = —tp_1,1—a/2-



IC pour la moyenne d’un échantillon gaussien
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et [I7(X),IT(X)] = [)_( + t,,,l;l,a/Z% est un intervalle de confiance pour  au

niveau de confiance (1 — a).



IC pour la moyenne d’un échantillon de loi quelconque

Soient Xi,..., X, i.i.d. ol 0 = Var[Xj] < co. Posons y = E[X]]
et XV =1 Z, 1 Xi On sait grace au TCL (et au lemme de Slutzky)
que X0 — N(0,1). On a donc que
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et [I7(X),IT(X)] = [)_( + Zl—a/2%i| est un intervalle de confiance pour u au niveau

de confiance (1 — a).



Problémes de test sur une proportion

L'estimateur 1
pi=1) X

d’'une proportion p posséde de nombreuses propriétés désirables. Sa loi exacte est
np ~ Bin(n, p),

et sa loi approchée (approximation généralement considérée satisfaisante pourvu que
np(1—p) >9)

R p(l—p

pr=N <P7 (n)) .

Cette approximation repose sur le théoréme central-limite qui nous dit que
n*/2(p — p) est asymptotiquement A'(0, p(1 — p)). En tant qu’estimateur de p, p est

) sans biais
) fortement convergent
(iii) exhaustif et efficace

solution unique de I'équation de vraisemblance.



Problémes de test sur une proportion

Tests d’hypothéses (n “grand”)

Pour les trois types de test ( Ho: p > po; Ho: p < po ; Ho: p = po), la statistique
de test est la méme, ainsi que la loi utilisée pour le calcul des valeurs critiques.
P—po

Statistique de test : 7= —P—Po__
/ Po(t—pPg)

Loi sous p = po :

f)%/\/’(po,po(lnpo)) ou Z = N(0,1)

e Régle de comportement : dans le probleme unilatéral
Ho : p<po
Hy = p> po,

RHy au niveau de probabilité « si

| 4 > Zi—a
> la p-valeur 1 — ®(Z) est inférieure 3 «

> P> potzioa Po(ln—Po)_



Problémes de test sur une proportion

e Régle de comportement : dans le probléme unilatéral (symétrique du précédent)

Ho : p2po
Hi = p < po,
RHy au niveau de probabilité a si
> 7 < =714
> la p-valeur ®(Z) est inférieure 3 «
> b < po— 2oy R

e Regle de comportement : dans le probleme bilatéral
Ho : p=po
Hi @ p # po,

RHy au niveau de probabilité « si

> Z¢ [:|221—a/2]
> la p-valeur 2(1 — ®(|Z|)) est inférieure & «

> pé [Poizl a/2 M



IC pour une proportion (échantillon de Bernoulli)

Soit un échantillon de Bernoulli Xi,..., X, iid Bin(1, p), p € (0, 1). On a que pour
p=X" que

E[)_((")] =p Var[)_((")] - M
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p(1—p)
n

approximation asymptotique si np(1 — p) > 9 ou n < 20, np < 10 et n(1 — p) < 10.

Le TCL affirme que — N(0,1). En pratique, on pourra utiliser cette

Ainsi, on peut écrire:
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Il'y a un probléme car les bornes dépendent du paramétre inconnu p !!!!




IC pour une proportion (échantillon de Bernoulli)

On peut monter que ce paramétre p inconnu peut étre remplacé par p sans modifier
(asymptotiquement) I'intervalle de confiance.

Pour n “grand” (np(1 — p) > 9), la construction d'un intervalle de confiance peut &re
fondée sur la loi normale approchée de p :

R p(L—p

btz ey PE=P)
n

(au niveau de confiance (asymptotique ou approchée) 1 — ).

Pour n “petit”, cette construction doit étre fondée sur la loi binomiale exacte de np ;
les intervalles recherchés s'obtiennent par lecture de tables et d'abaques.



Reprenons nos exemples...

Exercice 1. Supposons que nous prenions un échantillon de 100 Belges. L'age moyen
échantillon est de X = 38,5 ans et la variance échantillon est S = 6. Notons 1 |'4ge
moyen population belge.

(i) Testez I'hypothése nulle Ho : v < 40 contre Hy : v > 40 au niveau a = .05.

(if) Construire un intervalle de confiance pour p.
Exercice 2. Supposons que nous prenions un échantillon de 100 Francais. Parmi ces
personnes sélectionnées, une proportion p = 52 voteront pour le candidat A. Soit p la

vraie proportion de Francais qui voteront pour ce méme candidat A.

(i) Testez I'hypothese nulle Ho : p > .5 contre H; : p < .5 au niveau o = .05.

(ii) Construire un intervalle de confiance pour p.

Solutions, discussions.



